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Àííîòàöèÿ
Ìîäóëÿðíûå îðìû èçó÷àþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïþòåðíîé àëãåáðû, à òàêæå êàê
ýëåìåíòû p-àäè÷åñêèõ Áàíàõîâûõ ìîäóëåé.
Ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîäÿùèõ óíêöèé
è èõ ñâÿçè ñ ìîäóëÿðíûìè îðìàìè.
Â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàþòñÿ ñïåöèàëüíûå çíà÷åíèÿ L-óíêöèé.




an,je(nz) ∈ Skj (Nj , ψj), (j = 1, 2, 3)
âåñîâ k1, k2, k3, óðîâíåé N1, N2, N3,è õàðàêòåðîâ ψj mod Nj .










ïàðàáîëè÷åñêèõ îðì ïîëîæèòåëüíîãî íàêëîíà σj = vp(α
(1)





ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Àòêèíà U = Up.
∗
1 Ââåäåíèå
Ìîäóëÿðíûå îðìû êàê îáúåêòû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû
Êîñòÿ Áåéäàð áûë î÷åíü æèçíåðàäîñòíûì ÷åëîâåêîì, ïðî êîòîðûõ ãîâîðÿò : "äóøà êîìïàíèè".
Oí ëþáèë òàíöåâàòü, íî òàêæå è ëþáèë ðåøàòü îòêðûòûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû, è îí
∗
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäóëÿðíûå îðìû, p-àäè÷åñêèå L-óíêöèè, p-àäè÷åñêèå áàíàõîâû ìîäóëè.
ÓÄÊ: Òåîðèÿ ÷èñåë (MSC 11F60)
1
óâàæàë êîìüþòåðíóþ àëãåáðó. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ îí èñïîëüçîâàë p-àäè÷åñêèå ÷èñëà, Áàíàõîâû
êîëüöà è ìîäóëè.
åøåíèå ïðîáëåìû Êîëìàíà-Ìàçóðà î ñóùåñòâîâàíèè p-àäè÷åñêèõ L-óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ,
ñâÿçàííûõ ñ ñîáñòâåííûìè ñåìåéñòâàìè ïîëîæèòåëüíîãî íàêëîíà áûëî äàíî àâòîðîì â ïðåäûäóùåé
ñòàòüå [PaTV℄ (Invent. Math. v. 154, N3 (2003), pp. 551 - 615).
Öåëü äàííîé ðàáîòû  ïåðåíåñòè ðåçóëüòàòû ñòàòüè [PaTV℄ íà òðîéíûå ïðîéçâåäåíèÿ








n ∈ C[[q]] è êàê
2) ãîëîìîðíûå óíêöèè
íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
H = {z ∈ C | Im z > 0}
ãäå q = exp(2πiz),
z ∈ H, è ðàññìîòðèì
L-óíêöèþ





äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà Äèðèõëå
χ : (Z/NZ)∗ → C∗.
Çíàìåíèòûé ïðèìåð - óíêöèÿ àìàíóäæàíà τ(n)









m)24 = q − 24q2 + 252q3 + · · ·
(ìîäóëÿðíàÿ îðìà
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Γ = SL2(Z)).
τ(1) = 1, τ(2) = −24,
τ(3) = 252, τ(4) = −1472
τ(m)τ(n) = τ(mn)
äëÿ (n,m) = 1,
|τ(p)| ≤ 2p11/2
(Ramanujan-Deligne)
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p .












Äîêàçûâàåòñÿ: ∆ = (E34 − E
2
6 )/1728 ãäå E4 = 1 + 240h4 è E6 = 1− 504h6:
Âû÷èñëåíèå ñ PARI-GP















q - 24*q^2 + 252*q^3 - 1472*q^4 + 4830*q^5 - 6048*q^6 - 16744*q^7
+ 84480*q^8 - 113643*q^9 - 115920*q^10 + 534612*q^11
- 370944*q^12 - 577738*q^13 + 401856*q^14 + 1217160*q^15
+ 987136*q^16 - 6905934*q^17+ 2727432*q^18 + 10661420*q^19 + O(q^20)
Ñðàâíåíèå àìàíóäæàíà: τ(n) ≡
∑
d|n
d11 mod 691 :
gp > (Delta-h12)/691
%10 = -3*q^2 - 256*q^3 - 6075*q^4 - 70656*q^5 - 525300*q^6
- 2861568*q^7 - 12437115*q^8 - 45414400*q^9
- 144788634*q^10 - 412896000*q^11 - 1075797268*q^12
- 2593575936*q^13 - 5863302600*q^14 - 12517805568*q^15
- 25471460475*q^16 - 49597544448*q^17
- 93053764671*q^18 - 168582124800*q^19 + O(q^20)
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óíêöèè n 7→ an,




































Ïðèìåð 2 (ñì. â [Ma-Pa05℄): òåîðåìà Ôåðìà-Óàéëçà, ãèïîòåçà Á¼ð÷à-Ñóèííåðòîíà-Äàéåðà,
. . .
2 Ñåìåéñòâà ìîäóëÿðíûõ îðì Êîëìàíà
Ñåìåéñòâà ìîäóëÿðíûõ îðì Êîëìàíà ïåðåìåííîãî âåñà k ≥ 2





∈ Q[[q]] ⊂ Cp[[q]]
Ìîäåëüíûé ïðèìåð
p-àäè÷åñêîãî ñåìåéñòâà:




dk−1, fk = Ek
ap(k) = 1 + p
k−1 ⇒ Ìíîãî÷ëåí
åêêå (Ýéëåðîâñêèé ìíîæèòåëü):
1− apX + p
k−1X2
= (1−X)(1− pk−1X)
1) óíêöèè k 7→ an(k)
(êîýèöèåíòû ðÿäà) è




àíàëèòè÷åñêèìè ïðè (n, p) = 1:




p (k)X)(1 − α
(2)
p (k)X)
2) íàêëîí ordp(α(k)) = σ > 0
ïîñòîÿíåí è ïîëîæèòåëåí
2.1 Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâ Êîëìàíà
Êîëìàí è Õèäà óñòàíîâèëè, ÷òî âñå êëàññè÷åñêèå ìîäóëÿðíûå îðìû æèâóò â
p-àäè÷åñêèõ àíàëèòè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ, ñì. [Hi86℄, [CoPB℄. Êîìüþòåðíàÿ ïðîãðàììà íà
PARI äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêèõ ñåìåéñòâ äàíà â [CST98℄ (ñì. òàêæå íà Web-page of W.Stein,
Modular Forms Database http://modular.fas.harvard.edu/)
Òåîðèÿ Áàíàõîâûõ ìîäóëåé (Êîëìàí):













äëÿ ëþáîãî îáðàòíîãî êîðíÿ
α ∈ A∗ ðÿäà PU (T ) ñóùåñòâóåò
ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ g, Ug = αg




äëÿ âñåõ k âåñîâ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè B ⊂ X
(ñì. â [CoPB℄)
3 Òðîéíûå ïðîèçâåäåíèÿ àððåòòà




n ∈ Skj (Nj , ψj), (j = 1, 2, 3) âåñîâ k1, k2, k3, êîíäóêòîðîâ N1, N2, N3, è
õàðàêòåðîâ ψj mod Nj , N := LCM(N1, N2, N3).
Ïóñòü p ïðîñòîå ÷èñëî, p ∤ N .
Çäåñü fj ∈ Q[[q]]
ip
→֒ Cp[[q]] ïðè èêñèðîâàííîì âëîæåíèè Q
ip
→֒ Cp, Cp = Q̂p ïîëå Òýéòà.
àññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñáàëàíñèðîâàííûå òðîéêè âåñîâ:
k1 ≥ k2 ≥ k3 ≥ 2, è k1 ≤ k2 + k3 − 2 (1)
3.2 Òðîéíîå ïðîèçâåäåíèÿ àððåòòà
Ýòî íåêîòîðîå ðîèçâåäåíèå Ýéëåðà ñòåïåíè 8:
L(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ) =
∏
p∤N
L((f1 ⊗ f2 ⊗ f3)p, χ(p)p
−s), (2)


































































ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì 8 îòîáðàæåíèÿì η : {1, 2, 3} → {1, 2}.
3.3 Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ è óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
Íîðìàëèçîâàííàÿ óíêöèÿ (ñì. [De79℄, [Co℄, [Co-PeRi℄), èìååò âèä:
Λ(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ) = (4)
ΓC(s)ΓC(s− k3 + 1)ΓC(s− k2 + 1)ΓC(s− k1 + 1)L(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ),
ãäå ΓC(s) = 2(2π)
−sΓ(s). àììà-ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ s = k1, · · · , k2+
k3 − 2 äëÿ Λ(s).
Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Λ(s) èìååò âèä:
s 7→ k1 + k2 + k3 − 2− s.
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3.4 Ìåòîä: èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèûå àððåòòà
Îïèñàíèå ìåòîäà
• âàðèàíò èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àððåòòà òðîéíîé L-óíêöèè â âèäå: äëÿ
r = 0, · · · , k2 + k3 − k1 − 2,
Λ(f1,k1 ⊗ f2,k2 ⊗ f3,k3 , k2 + k3 − r, χ) =∫ ∫ ∫
(Γ0(N2p2v)\H)
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ãäå f˜j,kj =: f
0
j,kj
ýòî ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Àòêèíà U∗p v Mkj (Np, ψj),





2p2v, ψ3) òðîéíàÿ ìîäóëÿðíàÿ îðìà âåñà (k1, k2, k3), ñ èêñèðîâàííûì
òðîéíûì õàðàêòåðîì (ψ1, ψ2, ψ3).
Òðîéíàÿ ìîäóëÿðíàÿ îðìà E(z1, z2, z3;−r, χ) ñòðîèòñÿ èç íåêîòîðîãî ïî÷òè ãîëîìîðíîãî
ðÿäà Çèãåëÿ-Ýéçåíøòåèíà Fχ,r = G
⋆(z,−r; k, (Npv)
2
,ψ) ðîäà òðè, âåñà k = k2 + k3 − k1, è
õàðàêòåðà ψ = χ2ψ1ψ2ψ3. Äëÿ ýòîãî ê ðÿäó Fχ,r ïðèìåíÿåòñÿ:
îïåðàòîð ñêðó÷èâàíèÿ Á¼õåðåðà ââåä¼ííûé â [Boe-Shm℄,
äèåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Èáóêèÿìû (ñì. [Ibu℄, [BSY℄).
Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ:
• Òåîðèÿ p-àäè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ÁàíàõîâûõA-ìîäóëÿõMT (A)
òðîéíûõ ìîäóëÿðíûõ îðì íàä p-àäè÷åñêîé Áàíàõîâîé àëãåáðîé A. Â ýòîé òåîðèè ñòðîÿòñÿ
ìåðû íà ãðóïïå Y = (Z/NZ)∗ × Z∗p ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ E(−r, χ) ìîäóëÿ MT (A).
• Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ òðîéíîãî îïåðàòîðà Àòêèíà U = Up,T ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
èíòåãðàë ÷åðåç ïðîåêöèþ πλ ìîäóëÿ MT (A) íà åãî λ-÷àñòü MT (A)
λ
.
Äîêàçûâàåòñÿ ÷òî U  ýòî âïîëíå íåïðåðûâíûéA-ëèíåéíûé îïåðàòîð (ò.å. ïðåäåë êîíå÷íîìåðíûõ
îïåðàòîðîâ), è ïðîåêöèÿ πλ ñóùåñòâóåò ïî îáùåìó ðåçóëüòàòó Ñåððà è Êîëìàíà, ñì. [CoPB℄,
[SePB℄.
4 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò: L-óíêöèÿ ÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ
Îáîçíà÷èì χ ïåðåìåííûé õàðàêòåð Äèðèõëå mod Npv, v ≥ 1, è ïóñòü kj -ïåðåìåííûå âåñà
â ïðîñòðàíñòâå p-àäè÷åñêèõ âåñîâ X = XNpv = Homcont(Y,C
∗
p), Y = (Z/NZ)
∗ × Z∗p (p-
àäè÷åñêîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî).Äëÿ r ∈ Z òî÷êà (r, χ) ∈ X äà¼òñÿ ãîìîìîðèçìîì
(y1, y2) 7→ χ(y1)χ(y2 mod p
v)yr2.
Ñèìâîë 〈g, h〉 îáîçíà÷àåò íîðìàëèçîâàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Ïåòåðñîíà ìîäóëÿðíûõ
îðì.








îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ (χ · yrp, k1, k2, k3) ∈ X ×B1 ×B2 ×B3;
2) Äëÿ âñåõ p-àäè÷åñêèõ âåñîâ (k1, k2, k3) â íåêîòîðîé p-àäè÷åñêîé îêðåñòíîñòè B = B1 ×
B2×B3, ñ óñëîâèåì k1 ≤ k2+ k3− 2, èìååì: çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ s = k2+ k3− 2− r ñîâïàäàþò
ñ íîðìàëèçîâàííûìè êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè
L∗(f1,k1 ⊗ f2,k2 ⊗ f3,k3 , k2 + k3 − 2− r, χ) (r = 0, · · · , k2 + k3 − k1 − 2),
äëÿ õàðàêòåðîâ Äèðèõëå χ mod Npv, v ≥ 1, ñ Np-ïîëíûì êîíäóêòîðîì.
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ïðîäîëæàåòñÿ äî p-àäè÷åñêîé àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè òèïà o(logH(·)) ïåðåìåííîé x ∈ X.
4.1 Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà









êîòîðîå âûâîäèòñÿ èç Imπλ = Ker (UT − λI)







çàâèñèò p-àäè÷åñêè àíàëèòè÷åñêè îò (k1, k2, k3) ∈ B = B1 ×
B2×B3, ãäå A = A(B1×B2×B3)  p-àäè÷åñêàÿ Áàíàõîâà àëãåáðà àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé íà
B.





âåêòîðà πλ(E(−r, χ)) â ëþáîì îðòîãîíàëüíîì áàçèñå ìîäóëÿM
λ(A) ñîäåðæàùåì f0 îòíîñèòåëüíî












ìîäóëü Mλ(A) ïî òðèëèíåéíîñòè).
Îòâåò:
Âûáåðåì (ëîêàëüíûé) áàçèñ ℓ1, · · · , ℓn äàþùèéñÿ íåêîòîðûìè òðîéíûìè êîýèöèåíòàìè







åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ℓ: ïåðâàÿ êîîðäèíàòà A-áàçèñà ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðîâ
åêêå Tq äëÿ âñåõ q ∤ Np, ñ ïåðâûì áàçèñíûì ýëåìåíòîì f0 ∈ M
λ(A). Òàêîé áàçèñ íåñëîæíî
ïîñòðîèòü ñ ïîìîùþ äåéñòâèÿ Tq íà ñòåïåííûõ ðÿäàõ.
Êðîìå òîãî, ℓ = β1ℓ
1 + · · · + βnℓ
n
, è βi = ℓ(ℓi), ïðè÷åì ℓi îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííûé áàçèñ






Äëÿ ëþáîãî âåñà (k1, k2, k3) èìååì
ℓ(E(−r, χ)) = β1ℓ
1(E(−r, χ)) + · · ·+ βnℓ
n(E(−r, χ))
ãäå βi = ℓ(ℓi) ∈ A, ïðè÷¼ì ℓ
i(E(−r, χ)) ∈ A íåêîòîðûå òðîéíûå êîýèöèåíòû Ôóðüå óíêöèè
E(−r, χ).
Îòñþäà âûòåêàåò 1) ïîñêîëüêó âñå êîýèöèåíòû Ôóðüå óíêöèè E(−r, χ) ëåæàò â A.
Çàêëþ÷åíèå: βiℓi(E(−r, χ)) ëåæàò â A è êîððåêòíî îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ p-àäè÷åñêèõ
âåñîâ, íå òîëüêî äëÿ êëàññè÷åñêèõ âåñîâ (k1, k2, k3), îòêóäà âûòåêàåò 1), ÷òî è äà¼ò èíòåðïîëÿöèþ
ïî ïåðåìåííûì (k1, k2, k3).
Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò óíêöèÿ E˜(−r, χ) ∈Mλ(A), òàêàÿ, ÷òî ℓ(E(−r, χ)) = ℓ(πλ(E(−r, χ)) =
ℓ(E˜(−r, χ)) (äëÿ ëþáîãî âåñà (k1, k2, k3)).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 2), 3), èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü îò õàðàêòåðà x = χ · yrp è òåîðèÿ p-
àäè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñòðîÿòñÿ p-àäè÷åñêèå ìåðû µ ñî çíà÷åíèÿìè â ìîäóëå Mλ(A). Äëÿ ýòîãî ìû äîêàçûâàåì
ñðàâíåíèÿ äëÿ êîýèöèåíòîâ Ôóðüå òðîéíîé ìîäóëÿðíîé îðìû E(z1, z2, z3;−r, χ), êàê â
ðàáîòàõ [PaMMJ℄, [PaTV℄.
Ôóíêöèÿ L ñòðîèòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà L(x) = Lµ(x) ìåðû, êîòîðîå âñåãäà
àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò õàðàêòåðà x.
Ýòè ìåðû îïðåäåëåíû ñíà÷àëà ëèøü íà ïðîáíûõ óíêöèÿõ x = χ · yrp, íî îíè äîïóñêàþò
êàíîíè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âñå ëîêàëüíî-àíàëèòè÷åñêèå óíêöèè. 
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